IL.

Oplosning af nogle Opgaver ved
Hjelp af bestemte Integraler.

Af
Student N. H. Abel.

(Fortsat fra 3die Hefte, Side 68.)

I—II.

De bernoulliske Tal udtrykte ved bestemte Integra-
ler, og det deraf udledede Udtryk for det endelige
Integral =gz,

Naar man udyikler 1 — g . cot% i en Rekke

ordnet efter de hele Potenser af z og s®tter denne

Rekke lig

u . u? u2n
1——2'.60:5—— 'Al 2+A2 4+..'+Aﬂ 2 5“.2 +ive
saa er -som bekjendt 4,, Aas A;, &c, de bernoulli-

ske Tal, *)

#) Man see Euleri Institutiones calculi diff, Pag. 426,
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Nu er:

e .cot—;f-=2u“( 2 + 1

2 fz® —u® " [z —u?

1 1
+ g et )Y

og naar den anden Side udvikles i en Rekke
u
1.— 2 Cot 2 (+22+52+ ol.)
u
+W(1+§;+3—4+ . )

ub - 1 e Lss | )
+2—_'5.':r°< +2—0f§g+ ‘o

+ . ® & % 8 &

1
+02n-l (l+02n +52n+ "“)
+ . e

Sammenlignes denne Udyikling med den forrige, saa
faaer man

An .
2585, 2n=22n-—1 2 ,rm<l+§;+'§;+ “on

t2n—1 dt
Lad os nu betragte Integralef : =0 1—%x%

o

.,__: __‘.t. L
+e +8—3+unoaoo

1
Man har
¢
e —1

altsaa

*) Euleri Tnst, calc, diff. Pag. /423,
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a1, de dt —t --2:
e .tin—1dt 4 pan—  dt-,
'kt
JQ/:: s At L,

g - _'kt I
I\u er /; ‘t‘zn—-ladt (t:o, :i):r(ﬂﬂ)-j"ﬂ'*)

allsaa
tin—r‘d’r_
f > : :I‘(zn)(l+2m+5z“+. . )
e —

men efter det Foregaaende har man
92n—1 20 Q2n—1 520

o tiat  =em o m T @)

altsaa .

t2n—1dt r@n) ... 92n—1 .2n

/ — WQ2—T a2 Ap— .
/ wr FTEniD 2 72, An 5 An

folgelig:

t2n—1 |
= =y f——‘- =0 =5
T 2l g 2
e —1

Settes istedetfor ¢, tr saa faaer man endelig:

*) Dette Udtryk ndledes let af Fundamentalligningen

I(@)=— ﬁx.(log-i—)a_l ved at gjére a==2n og

x==¢e .LegendreExercices de calcul int, T, I,
Pag. 277
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on P 0, =}
Ay = '_-2211 —1* £ 14 ( : ®)
e —1

De bernoulliske Tal lade sig altsaa saaledes paa en
simpel Maade udtrykke ved bestemte Integraler.

tan—1.dt 0. t
S —;
Omvendt seer man ogsaa at at ( !

e —1

2n—1

An,

altid er rational naar % er etheelt Tal oglig

hvilket er merkveerdigt nok,
Saaledes faaer man f, Ex. ved at sette n—1.2.3,

I o IR N
i ((t:O, t._.a)._—-——
e —1

[ t3.dt 1 1=28% -2
=0, =t N
f«: ( 0) 50°6 45

e —1
t5dt 1 1 95 2
o Pl i R o TR i
f«: ( 0= E T %S
e —1

Ved Hijelp af det Foregaaende kan man nu meget let
udirykke Zoz ved et bestemt Integral,
Man har:
@!‘r ¢h’fx
= Qx.dx—}@x-{-:fl.ﬁ——.da.l—:z.—s"—d
v SRR
Indsettes Verdierne for 4y, 4,, 45, &c,
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4aa faaer man? -

' e ¥ dt oz
x
zq;r—‘/:pz.dx— @z-{- 1 3 t oy 2003..25°

1
- t3dt 4 oVx . Lt AT T
| TR fe kL & T L
e —I1 ; _ e —1,
det er: -

zax_sz Jx—,mx-]—
dt th t @i‘!{x i3 ] e,Vx ( t5 11
z 12.523*12.5.452_"')
q 4y 7 |
Nu er @ .z+-2—,f —1):{31—%--? o R

— % i - QY. 23
+f L (‘”'?“1.2.5’55'*‘1;2.3.&.5':? — )

altsaa:

; oz 13 ovzE 5
e T TR SR

—73. _1[“’(’""0’/—) QC r“—)]

Indssatles denne Verdie i Udtrykket for =gz saa
fa_aer man :

EQD.;: ﬁx.dx—é Qx4

dt @(:r-l- :r-_l) —0 (.:r —_ :r-_f) (=0==%)
_/:.,”‘._1 : _ 2, r—-_l :

14
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Dette synes mig at vere et meget markverdigt Ud-
tryk for det endelige Integral af en hvilkensomhelst

}unknou, og saav;dt mig er heLJendt er del: ikke an-
fort ‘af nogen.

Af den foregaaendc ngmng finder man

AR Q. T )
ﬁwt#i s ’/-_.1 _ h;.-

=0z — J @z.dr4} gz (=0, t=1)

og saaledes har man altsaa et U'd:r_yk for et megetal-
ﬂundellgt intégrale definie. i

Jeg vil vise Anvendelsen paa et Par specielle
Tilfselde:

. 1) Lad oz yere—e®
I dette Tilfelde har man:

o (-’: +§tr—_-1) 2 gcr_l z 005_
+}) =1.6%, sin,
altsaa: r y ."‘f

‘7’(’“‘ 1)— ‘f’(”' 4 l) ¢
%, sin
2 }"\——" .i —
folgelig :

dt.sin % 5 %
: =g ,Z¢" \-& ex,dx-{-;
ewt_l < -

gltsaa
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dt.sin,t 1 1
= ENRey 1 — 1
j el Lt =)
& 1—1 2

mx
Smites pr=—e . saa faaer man paa samme Maade

dr.smmft. 1 1 1
PTG e b

e :rt-_l 8}:?_1

Sxites 2t istedet for t saa faaer man:

dt, sin mt em4-1 1
o2t ("'-0 === fgm_1" om

som Legendre paa en-anden Maade har fundet. (ex-
ercices decal, int. T II Pag 189).
2) lad gz vere = x
saa faaer mun .
big P 2ot t
¢ (= +2Y D—o (— ;?’~—1)= 0. 17
2y —1 ._:;.ﬂ

ogf¢-"'-' dx.._-f = logz+C k.

altsaa:

i e
(4 --1 .

Ckan bestemmes ved at sette 2=—1 og da faaer man:

o= (G

3) Antages ga=—sin (ax) saa har man;

sin (ax-}- i; r:)- sin (ax —_-‘—E ’/:—1)
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.. at —
. =2«COSI¢!.‘.€SIII—; =1

— gl at
='00§ arz. e
. 3 F1
e — e
r —1
v cos (ax—1 a) F 1
Tsmar—— ——— = = sinax, de— —_
asinla phiiiaslrRl
altsaa:
at —at i
. Bl 3 : sl
cos ax e*— e’ dt—1sinar— cos (ax g_a‘l‘
2 ot 2 sin 3z @
e —1
1

T g cos ar

det er, naar istedet for a s®ites 2a

—at at -
e —e - 2
e o =3l)—¢ota ——
./"z = dt, (t=o, t=73) =cot a ——
—1

Ved at antage andre Former for @z kan man
paa samme Maade finde Verdien af andre bestemie
Integraler,

£V

Summation af den uendelige Riekke"

0 (+1) — 0 (2+2) + 0 (z43) —0 (# 4 4) - &e=S$
ved Hjelp af bestemte Integraler,

Man seer let at § maa kunne udtrykkes saaledes:
S=%¢x+‘d: ¢‘x+‘4a @”‘r‘*‘As (p”(x‘l' a2
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x
Antages gz = €“* saa har man
axr azx
S=}e" ye  (datd.afdiaii. ..
Men man har ogsaa:

axda ard2a ax+3za .y € \¢
=g —e ] & — =

altsaa
a

ga-—-%:"_d,a-{—d‘.a"{-ds.a"*l-' yo 6
1+e

¥
Settes azcr—-l saa fazer man 3

é cr._. 1 . ¥
il -
o=t 1

’/ : :-.r-._]"(CAI' —CS.A3+05¢A5 _ﬂ.i +P
1}-e

hyor P betegner Summe.n af alle de reelle Led:

N\ erS er=

02 '——

—1

[+
e I . : B
m et el GpE —ers

2
: e? ok
z+;r-—_l- tang e
[ 3

altsaa: :
Ltang L ce=+ A . c— A, S+ e5— .0,

Nu er: (Legendre Ex. de cal. int, T, 1I p 186)

a ct —ct
€ —E
3 tangl c.__fm- dt, (t—0,t=1)
€ —¢
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ct —ct
Nu er Gt -—-z[ct-l-

e

23, 2a.u5“ R

altsaa:
dtanglc—=A .c—A,.c’+4,.¢5—, ..

: Vodt ¢’ t3de c5
o gb f T, e + 2.
e af —gb - 2.3 wt —at 2.3 454
e —€ 3

£ —€

t5dt i
at. 4.7t tooees
e — & . '

folgeligs
Zu tdt L .
4,=2 gt —a7t
e —e
el B W
o 2.5 ot —ni
e —e
' o t5.de
A3=2.5.4..5.' 7t —azt
¥ - ~ ¢ e —€
&c.

Indsettes disse Veerdier i Udirykket for S, saa faaer

man:
dt [:,z SIS
S=joxte ) T —n k4 5_,_’:’;“@ %
, i e —e

ts ovx-—'o . 0]
o545

3 ot —D—(z—t) =)

men 1Q'%t——. @"'x—.=

2:3. 2r_1
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altsaa !

¢(x+:)—q>(r+9)+¢(x+5) —o@@+a)+.
=;¢z+z'_/ - -‘f’(”*"l’ﬂ)—‘”(”"‘r—')

wt —=t . i s
e"l’he 7 gr ;¢

(=0, t—4}
Sattes x — 0 saa har man:

oM —@+0oBG) —o W +..ininf.

o ad___ ¢ ¢ —D—o(—tI'=1)
=1¢(0)+2 - . =
; "Q‘-()' (g .\ : t.z.]' R R 80

=0, t=—%)

: 1
Lad os f. Ex, antage @_x—-——- saa

@(t‘r" D-o¢-tf -1)
l

9{51

118 G- t l-}vf‘ 102l 19b, i gamlane’d
altsaa: X b,

o 19 zdt g‘
5+d o :“; i’ . (1+2’) (e

-

\'} Il' e
meu man har St o

Bagaal iv &5 S N u-—-l--lqg2 yhoslh
?Ilsaa': i ang l: ir‘. Daglamugo

" : ; Rdpndd ' l (t-'—O t .
- ..Ia._.H,) ,(e,-z-- ez) :i OSf S




