A Academia Norueguesa de Ciéncias e Letras decidiu atribuir
o Prémio Abel de 2015 a John F. Nash Jr., Universidade
de Princeton, e Louis Nirenberg, Instituto Courant,
Universidade de Nova lorque,

«por contribuicoes extraordinarias e seminais para a teoria das
equacoes diferenciais parciais nao lineares e as suas aplicacoes
na analise geométrica.»

As equacdes diferenciais parciais sédo usadas para
descrever as leis basicas de fenédmenos da Fisica,
Quimica, Biologia e outras ciéncias. Também s&o uteis na
anadlise de objetos geométricos, conforme demonstrado
por numerosos éxitos nas ultimas décadas.

John Nash e Louis Nirenberg desempenharam um
papel de destaque no desenvolvimento desta teoria
mediante a solugdo de problemas fundamentais e a
introducéao de ideias profundas. As suas descobertas
deram origem a técnicas versateis e robustas, as quais
se tornaram ferramentas essenciais para o estudo das
equacdes diferenciais parciais néo lineares. Pode-se
sentir o seu impacto em todos os ramos da teoria, desde
os resultados fundamentais de existéncia até ao estudo
qualitativo das solugdes, tanto em dominios regulares
como néo regulares. Os seus resultados também sao
de interesse para a analise numérica de equacgdes
diferenciais parciais.

Mostrando a possibilidade de realizar uma geometria
intrinseca como uma subvariedade do espacgo euclidiano,
os teoremas de imersao isométrica motivaram alguns
destes avancos. Os teoremas de imersao de Nash
figuram entre os resultados mais originais da analise
geométrica do século XX. Ao provar que qualquer

geometria Riemanniana pode ser realizada de maneira
regular como uma subvariedade do espaco euclidiano,
o teorema suave (C”) de Nash estabelece a equivaléncia
do ponto de vista intrinseco de Riemann a abordagem
extrinseca anterior. O teorema de imersao nao suave (C')
de Nash, aperfeicoado por Kuiper, mostra a possibilidade
de realizar imersdes que, a primeira vista, parecem
ser proibidas por invariantes geométricos, tais como
a curvatura de Gauss. Este teorema esta no cerne
de toda a teoria de integragao convexa de Gromov e
também inspirou recentes avancos espetaculares na
compreensao da regularidade do fluxo de um fluido
incompressivel. Com os seus teoremas fundamentais
de imerséo para a esfera S? em R3, tendo prescrito a
curvatura de Gauss ou a métrica Riemanniana, Nirenberg
solucionou os problemas classicos de Minkowski e Weyl
(este ultimo também foi tratado simultaneamente por
Pogorelov). As referidas solugdes foram importantes,
tanto pelo fato de os problemas serem representativos
de uma area em pleno desenvolvimento como pelo fato
de os métodos criados serem os certos para muitas
outras aplicagdes.

O trabalho de Nash com a realizacao de variedades
como variedades algébricas reais e o teorema de



Newlander-Nirenberg sobre estruturas complexas
séo ainda outros exemplos da influéncia de ambos os
laureados no ambito da geometria.

As questdes de regularidade s&o uma preocupacéo
constante no estudo das equagdes diferenciais parciais,
as vezes por causa das provas rigorosas e as vezes
em funcgéo das valiosas descobertas qualitativas que
oferecem sobre as solugdes. Foi um grande salto
neste campo quando Nash provou, paralelamente a
De Giorgi, as primeiras estimativas de Holder para
solugbes de equacdes lineares elipticas em dimensdes
gerais sem qualquer suposi¢édo de regularidade nos
coeficientes, proporcionando, entre outras, uma solugéo
ao 19.° problema de Hilbert sobre a analiticidade de
minimizadores dos funcionais analiticos de integrais
elipticas. Alguns anos depois da prova de Nash,
Nirenberg, juntamente com Agmon e Douglis, estabeleceu
diversas estimativas inovadoras de regularidade para
as solugoes de equagdes elipticas lineares com dados
LP, as quais alargam a teoria classica de Schauder e
sdo extremamente Uteis nas aplicagdes em que tais
condicdes de integrabilidade sobre os dados estejam
disponiveis. Estes trabalhos fundaram a teoria moderna
da regularidade, que desde entdo cresceu imensamente,
incluindo aplicagdes nas areas de analise, geometria e
probabilidade, até em situagbes muito pouco regulares.

As propriedades de simetria também oferecem
informacgéo essencial sobre as solu¢ges de equacdes
diferenciais nao lineares, tanto para o seu estudo
qualitativo como para a simplificagéo dos célculos
numeéricos. Um dos resultados mais espetaculares nesta
area foi obtido por Nirenberg, em colaboragéo com Gidas
e Ni. Eles mostraram que cada soluc&o positiva para uma
grande classe de equagdes elipticas nao lineares exibira

as mesmas simetrias que as que estdo presentes na
prépria equagao.

Longe de serem restritos as solugdes dos problemas
para os quais foram concebidos, os resultados provados
por Nash e Nirenberg tornaram-se ferramentas muito
Uteis e encontraram aplicagbes impressionantes em
outros contextos. Entre as mais populares destas
ferramentas estdo as desigualdades de interpolacéo
devidas a Nirenberg, incluindo as desigualdades de
Gagliardo-Nirenberg e a desigualdade de John-Nirenberg.
Esta ultima determina até que ponto uma funcgéo de
oscilagdo média limitada pode desviar da sua média e
exprime a dualidade inesperada entre o espago BMO e
o espacgo Hardy H'. A teoria da regularidade de Nash-De
Giorgi-Moser € a desigualdade de Nash (primeiro provada
por Stein) transformaram-se em ferramentas essenciais
para o estudo de semigrupos probabilisticos em todos
os tipos de dominios, desde os espacgos euclidianos até
as variedades suaves e espagos métricos. O teorema da
funcéo inversa de Nash-Moser € um método poderoso
para resolver equacdes diferenciais parciais n&o lineares
perturbativas de todos os tipos. Apesar de nao ser
possivel tratar de maneira exaustiva aqui o amplo
impacto de Nash e Nirenberg sobre a moderna caixa
de ferramentas das equacgdes diferenciais parciais ndo
lineares, deve-se também fazer mencgéo da teoria de
operadores pseudodiferenciais de Kohn-Nirenberg.

Além de serem imponentes figuras individuais na
area da analise de equagdes diferenciais parciais, Nash
e Nirenberg influenciaram-se mutuamente por meio das
suas contribuicdes e interagdes. As consequéncias do seu
frutifero didlogo, o qual iniciaram na década de 1950 no
Instituto Courant de Ciéncias Matematicas, fazem-se sentir
mais fortemente hoje do que nunca.



